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Общеизвестна актуальность анализа нелинейных радиоцепей. Первым шагом такого анализа, согласно принци-

пу линейного включения, является расчет линейных параметрических цепей. Параметрический контур – про-
стое по структуре звено, на примере которого проявляются особенности параметрических цепей общего вида. 

Обычный контур – частный случай параметрического контура. Ниже предложен метод анализа параметриче-

ского контура, отталкивающийся от хорошо известного анализа обычного контура и нацеленный на анализ па-
раметрической цепи общего вида. 

Ключевые слова: колебательный контур; параметрический контур общего вида; вынужденные колебания; сво-

бодные колебания, устойчивость параметрического контура; функции Хилла; обобщение  

 

 

Под параметрическим контуром общего вида под-

разумевается линейный контур, схема которого пред-

ставлена на рис. 1. 

Элементы контура считаются непрерывными пе-

риодическими функциями времени с одинаковыми 

периодами, эти функции не зависят от протекающих 

токов (условие линейности);  tiз  – задающий ток, 

 tuз  – задающее напряжение, считаются гармониче-

скими функциями с одинаковыми частотами. Для па-

раметрического контура характерны возмущающие 

функции более общего вида, функции Хилла. Данный 

контур объединяет свойства последовательного и па-

раллельного контуров. 

Первый и второй законы Кирхгофа позволяют по-

лучить математическую модель в виде линейной сис-

темы двух дифференциальных уравнений первого по-

рядка: 
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Рис. 1. Схема обобщенного параметрического контура 

 

Здесь  tqq   – заряд конденсатора,  t  – по-

токосцепление индуктивности. Эту систему для удоб-

ства математических преобразований желательно 

представить в нормированном виде. С этой целью вве-

дем постоянные масштабные делители времени мt , 

заряда мq , магнитного потока м  и перейдем к без-

размерным переменным времени 

мt

t
 , заряда 

мq

q
x 1  и магнитного потокосцепления 

м

x



2 . В 

новых переменных предыдущая система уравнений 

примет вид 
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где 

м

м

q
r


  – нормирующее сопротивление. Обратный 

переход к исходной системе легко достигается заменой 

1мt , 1мq , 1м , 1r , t , qx 1 , 2x . 

Система (2) может быть представлена в компакт-

ном векторном виде  

 

   


fxAx
d

d
, 

 



ISSN 1810-0198. Вестник ТГУ, т.22, вып.1, 2017 

 76 

где   
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Сначала предположим, что контур на рис. 1 – с по-

стоянными параметрами и возмущающие функции – 

гармонические: 
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Для отыскания вынужденных колебаний удобно 

применить метод комплексных амплитуд, который 

затем можно использовать и для анализа параметриче-

ского контура. При этом, однако, возникают некоторые 

особенности, в связи с чем оказалось удобным выбрать 

вариант метода, разработанный профессором Ю.Т. Ве- 

личко 1. Ключевые особенности варианта: гармони-

ческие функции времени представляются только в виде 

косинусов, каждой гармонической функции (оригина-

лу) ставится в соответствии комплекснозначная пока-

зательная функция (изображение). Это позволяет су-

щественно упростить промежуточные преобразования. 

При выбранных исходных допущениях все вынужден-

ные функции процесса являются гармоническими. 

Ключевые функции имеют вид 

 

   qm tQtq  cos ,     tt m cos . 

 

Если они известны, то все прочие функции процес-

са  tic ,  tuc ,  tiL ,  tuL  находятся без решения 

дифференциальных уравнений. По методу комплекс-

ных амплитуд в выбранном варианте, например, заряд 

представляется следующим образом: 
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где qj

mm eQQ


  – комплексная амплитуда заряда, 

 tq – оригинал; q̂  – изображение, соответствие пред-

ставлено стрелкой острием к оригиналу. Обратный 

переход от изображения к оригиналу весьма прост 

 

  qtq ˆRe , 

 

здесь оператор Re  означает взятие действительной 

части. Если известна комплексная амплитуда, то не- 

 

трудно построить изображение – tj
meQq  ˆ . 

Кроме изображения q̂  применяется соответствую-

щее ему комплексно сопряженное изображение 
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где qj

mm eQQ



*

 – сопряженная комплексная ам-

плитуда. 

Метод комплексных амплитуд позволяет диффе-

ренциальную систему относительно мгновенных зна-

чений  tq ,  t  перевести в алгебраическую систему 

относительно комплексных амплитуд 
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Имеем линейную неоднородную алгебраическую 

систему двух уравнений, каноническая запись которой 

следующая: 
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Из этой системы однозначно находятся комплекс-

ные амплитуды заряда mQ
  и магнитного потокосцеп-

ления m
 . Для этого необходимо и достаточно нера-

венства нулю определителя системы, т. е. 

 

0
1

1

det 























L

R
j

C

LC

G
j

.                                        (4) 

 

В реальных (невырожденных) контурах это условие 

всегда выполняется. 

Значительно реже метод комплексных амплитуд 

применяется при анализе свободных колебаний конту-

ра. Здесь он тоже приводит к значительным упрощени-

ям. Свободный процесс описывается однородной ал-

гебраической системой (3), т. е. при условии 0mзI
 , 

0mзU . Эта система может иметь ненулевые реше-

ния только в том случае, когда ее определитель (4) 

равен нулю. Запишем это условие, представляя опреде-

литель в раскрытом виде  
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Это – квадратное алгебраическое уравнение отно-

сительно j , канонический вид которого следующий: 
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При решении этого уравнения получается ком-

плексная частота 

 

 jc
 ,                                                                   (5) 

 

где 

2

0 1 










R

Gc , 
LC

1
0   – собст-

венная частота контура, 
C

L
  – его характеристи-

ческое сопротивление. Комплексная частота   содер-

жит важную информацию: ее действительная часть  

c  – частота свободных колебаний, а мнимая   – 

коэффициент затухания. Действительно, классические 

методы отыскания свободных колебаний для заряда 

дают следующую формулу 
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t
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где mQ , q  определяются из начальных условий. Для 

других функций процесса частота c  может быть дру-

гой, но коэффициент затухания   – один и тот же. 

Таким образом, мнимая часть   комплексной час-

тоты   несет полную информацию об устойчивости 

контура. Именно: 

1) если 0 , то свободный процесс затухающий 

(контур асимптотически устойчив); 

2) если 0 , то свободный процесс безгранично 

во времени возрастающий (контур неустойчив); 

3) если 0 , то свободный процесс колеблю-

щийся в ограниченных пределах (контур неасимптоти-

чески устойчив). 

Для обычного контура этот вопрос неактуален, по-

скольку факт устойчивости контура при 0G , 0R  

легко устанавливается из энергетических соображений. 

Однако для параметрического контура такой подход 

привлекателен, т. к. позволяет разработать неляпунов-

ский метод анализа устойчивости контура. 

Перейдем к параметрическому контуру. Будем счи-

тать, что его элементы изменяются во времени с круго-

вой частотой  , а возмущающие функции – гармони-

ческие с круговой частотой  . Получится существен-

ное усложнение, связанное с тем, что место гармониче-

ской функции в обычном контуре займет непредстави-

мая в элементарных функциях функция Хилла. Проще 

представить ее изображение 
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где kx  – вектор второго порядка соответствующей 

комплексной амплитуды, в нормированной системе (2) 

частоты мt  и мt  безмерные, для упроще-

ния они обозначены через   и  , как и обычные 

частоты. 

С целью уменьшения громоздкости анализа будем 

считать, что матрица  A  в (2) состоит из двух сла-

гаемых: постоянной матрицы 0A  и гармонической 

матрицы 1A  с круговой частотой  . В общем случае 

матрицу  A  можно разложить в ряд Фурье, тогда 

она представляется суммой бесконечного числа сла-

гаемых. Однако и в нашем частном случае получится 

характеристика параметрического контура общего ви-

да, т. к. предложенный метод оказывается открытым 

для обобщений в разных направлениях. 

Изображение уравнения (2) параметрического кон-

тура общего вида 
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В нашем частном случае векторное дифференци-

альное уравнение (7) примет вид 
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Формулы (8) и в этом случае остаются справедли-

выми. Если подставить (8) в (9), то после преобразова-

ний получим 
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Если в левой части сделать выборку членов с оди-

наковыми экспоненциальными множителями (эти 

множители сократятся), то получим бесконечную сис-

тему уравнений 
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 при 0k : 
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Структура этой бесконечной системы проясняется, 

если ее представить в векторном виде, а ее матрицу – в 

клеточном виде: 
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Здесь клетки с нулевыми элементами оставлены 

пустыми. 

Матрица системы – блочная, в каждой ее клетке 

находится матрица второго порядка. Вектор-столбцы 

также блочные, их элементы – вектор-столбцы второго 

порядка. 

Бесконечная алгебраическая система (11) может 

быть представлена в компактном виде 

 

fxA   .                                                                          (12) 

 

Из теории матриц известно, что блочная система 

уравнений превращается в обычную, если убрать пере-

городки между блоками. Поэтому можно считать 

блочную систему (12) обычной бесконечной системой 

алгебраических уравнений. Классическая теория таких 

систем представлена в монографии [2]. По характери-

стике самих же авторов она не является полной (закон-

ченной). Вычислительные методы бесконечной систе-

мы (12) требуют отдельного рассмотрения. Поэтому 

ограничимся фиксацией ключевых положений. В дан-

ном случае естественным методом приближенного 

решения является метод редукции (усечения). Усекать 

матрицу A  желательно так, чтобы оставленное число 

строк и столбцов с положительными индексами  k  

было равно аналогичному числу с отрицательными 

индексами  k . В результате вместо бесконечной 

системы (12) получится конечная система с квадратной 

матрицей порядка    1212  kk . Число k  нужно 

выбирать четным, т. к. в (12) два обычных уравнения 

равнозначны одному блочному уравнению. В результа-

те решения получим приближенные выражения для 

1k  блоков неизвестного вектора 
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Тогда вместо функции Хилла (8) получится ее 

приближенное выражение в виде усеченной функции 

Хилла  
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Чем больше k , тем ближе приближенная функция 

Хилла к точной. 

Метод редукции можно применять в тех случаях, 

когда бесконечная система уравнений (12) сходится. В 

монографии [2] приведены доказательства сходимости 

для частных случаев бесконечных систем уравнений, 

которые не удается обобщить на общий случай. По-

этому в нашем случае приходится постулировать схо-

димость. Такой подход можно частично оправдать тем, 

что неизвестны случаи, чтобы бесконечные системы 

уравнений, описывающие реальные физические 

объекты, расходились. 

При анализе свободных колебаний вместо вектор-

ного уравнения (7) получится уравнение 
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Решением его является функция Хилла с комплекс-

ными частотами 
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Здесь комплексные амплитуды kx  зависят от на-

чальных условий. Спектр функции Хилла (20) состоит 

из комплексных частот 
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где  ,...,2,1,0k . Мнимые части всех комплексных 

частот одинаковые. В них содержится информация об  
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устойчивости контура. Если мнимая часть положи-

тельная, то контур асимптотически устойчив, если от-

рицательная, то неустойчив, если равна нулю, то не-

асимптотически устойчив. Отсюда вытекает неляпу-

новский метод анализа устойчивости контура. 

Уравнение (12) имеет ненулевые решения в случае 

 

0AÂ
2

1
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.                                                       (15) 

 

Следовательно, нужно подобрать комплексную 

частоту   так, чтобы уравнение (15) выполнялось. По 

мнимой части этой частоты можно судить об устойчи-

вости контура. Поскольку определитель (15) бесконеч-

ного порядка, то точно решить задачу об устойчивости 

невозможно. Можно применить метод редукции, огра-

ничив порядок определителя. Тогда задача об устойчи-

вости может быть решена приближенно с тем большей 

точностью, чем больше порядок оставленного опреде-

лителя. 

 

ОБОБЩЕНИЯ 

 

Предложенный метод может быть обобщен на па-

раметрические цепи общего вида. Для любой парамет-

рической цепи (с периодическими параметрами) по 

законам Кирхгофа можно получить математическую 

модель типа (1) в виде системы n дифференциальных 

уравнений первого порядка. Если изменения во време-

ни параметров ограничить первой гармоникой, то по-

лучим бесконечную блочную систему алгебраических 

уравнений типа (11), но элементы бесконечной матри-

цы будут представлять собой матрицы порядка nn . 

Если изменения параметров цепи не ограничивать 

конечным числом гармоник, то матрица в системе (11) 

будет заполненной (все элементы ненулевые). Некото-

рые параметрические цепи более общего характера 

рассмотрены в монографии [3]. 

Наконец, согласно принципу линейного включения 

[4] параметрические цепи органически связаны с нели-

нейными цепями. По нашему мнению, принцип линей-

ного включения незаслуженно редко используется в 

радиоэлектронике, хотя его методологическое значение 

трудно переоценить. По общности ему нет равного, 

поскольку он охватывает все множество нелинейных 

систем. Он утверждает, что любое решение нелинейно-

го уравнения может быть точно реализовано в специ-

ально подобранном линейном уравнении. Это значит, 

что если взять все множество линейных векторных 

уравнений, с одной стороны, и множество нелинейных 

векторных уравнений – с другой, то все множество 

решений тех и других одинаково. 

В заключение заметим, что в учебнике И.С. Гоно-

ровского рассмотрен параметрический контур более 

частного вида применительно к задачам параметриче-

ского усиления 5. Задача устойчивости приводится к 

уравнению Матье, для которого построена карта облас-

тей устойчивости и неустойчивости. При более широ-

ком подходе уравнение Матье оказывается слишком 

частным, при этом путей его обобщения не видно. 
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The actuality of nonlinear radio circuits’ analysis is generally known. According to principle of linear includ-

ing, analysis of linear time varying circuit is the first step of such analysis. The parameter contour is a simple 

structuring link of time parametric contour of general kind in which features of parameter contour is shown. 

Usual contour is a particular case of time varying circuit. A method of analysis of parameter contour is pro-

posed below, coming from analysis of usual contour but leveling at analysis of parametric circuit of general 

kind. 

Key words: oscillatory circuit; parametric contour of general kind; forced oscillation; free process; stability of 

parametric contour; Hill’s function; generalization 
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